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Nimeros Complexos

Definicao

Chama-se niimero complexo ao nimero da forma z = a + bi onde
a,beRei?=—1.

Dado um niimero complexo z = a + bi:
m a é a parte real e representa-se por Re(z).
m b é a parte imaginaria e representa-se por Im(z).
m Se a=0e b#0, entdo z = bi diz-se imaginario puro.
|

Se b =0, ent3o z = a + 0i = a diz-se nimero real.
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Nimeros Complexos

m Sendo z = (m? — 5m + 6) + (m? — 4)i, determine m de modo
que z seja um imaginario puro.

Solucdo: Para que o complexo z = a + bi seja imaginario
puro, a parte real deve ser nula (a = 0) e a parte imaginaria
diferente de zero (b # 0). Temos:

i) m-5m+6=0&(m-2)(m-3)=0m=2Vvm=3
i) m—4£0 (mM—2)(m+2)£Z0& m#A2Am# -2

Unindo as duas condicdes, temos que: |m = 3 |.
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Nimeros Complexos

a) 2+ 3i, em que 2 é a parte real e 3 é a parte imaginaria;

b) 5—7i, em que 5 é a parte real e —7 é a parte imagindria;

c) 8, em que 8 é a parte real e 0 é a parte imagindria;

d) —3i, em que 0 é a parte real e —3 é a parte imaginaria.
Observacoes:

m O conjunto dos niimeros complexos é denotado pela letra C.

m Todo niimero real x = a pode ser escrito da forma x = a + 0i.
Logo assumimos que os nimeros reais estdo contidos no
conjunto dos nimeros complexos. Caire
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Nimeros Complexos

Operacoes

m lgualdade: a; + b1i = ax + byi < a1 = a e by = by.

m Oposto de um nimero composto: O oposto de z = a + bi
é dado por —z = —a — bi.

m O Conjugado de z é o nimero complexo Z = a + bi = a — bi.

m O médulo de z é o ndmero n3o negativo |z| = Va2 + b2.

m Adicdo: somam - se as partes reais e as partes imagindrias
separadamente:
(al + bli) + (32 -+ bzi) = (31 + 32) + (b1 + bz)i

m Multiplicacdo: aplica-se a distributividade e a soma:

(31 + bli)(ag = bzi) = (alag — blbz) aF (31b2 4 blaz)i L
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Exemplo

Calcule as seguintes somas:

m (2+51)+ (3+4i) =(2+3) + (5i+4i) =5+ 9i
mi+(2-5i)=i+2-5i=2—4i
m (2+45) — (3+4i)=2+5i—3—4i=—1+i
m(1+i)—(1—i)=14+i-14i=2i

Calcule os seguintes produtos:

(L+3)(1+1) = 1))+ 1)3H + GBi)) + (3)()
= 14i+3i+32=14+4i—3=—-2+4i

(2+3)(3-2)) = (2)(3)—(2)(2i) + (31)(3) — (3i)(2i)
= 6—4i+9—6i°=6+5i+6=12+5i
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Nimeros Complexos

Sejam dados os nimeros complexos z, z; e zp:

Propriedades

Az=: Bzatn=2+2
|z| = |z
zZ = |Z|2 Z1Zo = Z12Z2

Divisao de Niimeros Complexos

- . , Z
m Se z # 0, entdo o inverso de z é —
V4
~ 21 2122
m Se z #0, entdo — = —
22 2222 rasuTC
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Exemplo

m Efectue as seguintes divisGes de nimeros complexos:

1+3i 1+3ix(1—i)_1—i+3i—3i2
1+i I+i ~ (1—i)  (1)2-(i)2
1+2i+3 4+2i
1+1 2 i
—10 + 15i —10+15i  (2+41i) —20 — 10i + 30i + 15i
_— = X =
2—i 2—i (2 +1) (2)2 — (i)?
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—20+20i — 15 —35 + 20i

= _7+4

4+1

5
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Nimeros Complexos

mi0=1 mit=i2-i?=1 0 PP=it.F=i
mil=i m =it i=1i mi9=i8.i=1i
mi2=_1 mif=i2.i%=—-1 mil0—i%.i=—1
mid=i2.i=—i m i’ =134 =—i m il =

Observando esses resultados, chegamos a conclusdo de que as poténcias sucessivas de
i se reproduzem periodicamente de quatro em quatro, tomando os seguintes niimeros:
1,i,—1, —i. Agora, seja n = 4q + r = i7" = i%H" = {49 .ir = (i*)9 . if = 19 .i" = i"

Portanto, onde r é o resto da divisao de n por 4.

Exemplo:
(a) 157 — i4»14+1

(b) i70 = i4'17+2 = i2 = —1. ( 1suTC
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Nimeros Complexos

Representacdo gafica

Os nGimeros complexos z = a + bi podem ser identificados como
pares ordenados de niimeros reais z = (a, b), e a representacdo
grafica consiste em identificar cada par ordenado (a, b) com um
ponto, cujas coordenadas rectangulares sdo dadas por a e b.

Im

A
Eixo Imaginério

[

0 a Re

Eixo Real (surc
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Representacao grafica

Represente os seguintes nimeros complexos no plano complexo:

ma)z=(23) m b) z=(0,V2) mc)z=(1,-1)

a) 2= (2,3) = Re(2) = 2 ¢ Im(2) = 3.

b) z=(0,v2) = Re(z) = 0 ¢ Im(z2) = V2.

¢)z=(1,-1) = Re(z) =L elm(z) = L

Re
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Nimeros Complexos

Representacdo Trigonométrica
Seja dado um ndmero complexo z = a + bi na forma algébrica.

Tm

‘ J ‘Z:”(C050+isin9)‘

mr=+a2+ b2 =|z|

arctan(g),a >0eb>0

m — arctan( g ),a<0eb>0
7 + arctan( g ),a<0eb<0
0 = Arg(z) = 27rfarctan(|g ),a>0eb<0

5,a=0eb>0
—5,a=0eb<0

0,a>0eb=0 (€

m,a<0eb=0
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Representacdo Trigonométrica

Represente os seguintes nimeros na sua forma trigonométrica
(@) z=2+4+2V3i (b)) z=—-V3+i (c) z=—5—5i

Resolucao:

(@) z=2+2V3i=>a=2Ab=2V3=|z|=V4+4-3=4

2
0= arctan(g) = arctan <\2/§> = arctan(v/3) = g

z=r(cosf +isinf) =4 {cos <g) + isin (g)] .
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Representacdo Trigonométrica

Represente os seguintes niimeros na sua forma trigonométrica
(a) z=24+2V3i  (b) z=—V3+i (c) z=—5—5i

Resolucao:

(b) —V3+i=a=—-V3Ab=1=|z|=V3+1=2

57

0= —arctan(‘bD— —ardan(l)— _rT_or

z=r(cosf +1isinf) =2 [cos (Em) -+ isin (57T>] .
6 6 e
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Representacdo Trigonométrica

Represente os seguintes nimeros na sua forma trigonométrica

(a) z=2+2V3i (b) z=—V3+i (c) z=—5—5i

Resolucdo:
() z=-5-5i=a=-5Ab= 5= |z =25+ 25 = 52

b 5 m 5w
O=m+arctan | |—|) =7 +arctan (= | =7t arctan(l) =7+ — = —
a 5 4 4

z = r(cosf +isin ) = 5v/2 [cos (%) + isin (%)} .

Exercicio: Reescreve o seguinte niimero complexo na forma trigonométrica:

2:3—\/51 (JSUTC
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Multiplicacao e Divisao na forma trigonométrica

m Forma algébrica: z = a+ bi
m Forma trigonométrica: z = r(cos @ + isin6)

Multiplicacdo de niimeros complexos na forma trigonométrica

Se z; = ri(cos by +isinby) e zo = rp(cos b, + isin ), entdo

7120 = riry [cos(01 + 62) +isin(01 + 62)] .

Divisao de nimeros complexos na forma trigonométrica

Se z; = ri(cosfy +isinfy) e zp = r(cos by + isinhy), entdo

21

a_n [cos(61 — 62) + isin(61 — 62)].
Z2 r2

r 1suTC
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Nimeros Complexos

Forma Exponencial: z = re'?

z=a+ bi= r(c059—|—isin0):rei9

onde r e 6 s3o respectivamente o médulo e argumento de z.

m Escreva na forma a + bi os niimeros
a) z="5e"

Resolucdo: z =5e" = r=5¢§ =

z =5(cosm +isinm) =5(—1+i-0)=—5
b) z=el%
Resolucdo: z =2¢'7 = r=2e 6 = I, entdo

4
z=2(cosF +ising) =2 (E +iP)) = v2+ Vi Ge
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Formula de Moivre

Férmula de Moivre

Se z = r(cos @ +isinf), entdo z" = r" [cos(nf) + isin(nB)].
As n solucdes de z" = r" [cos(nf) + isin(nfd)] sdo

n

60
m a) calcule (—1 + \/§1)

m b) Resolva a equacdo z8 = 1.

zic = /7 (cos B2 4 isin S420) | k= 0,1,2,-++ ,n—1

( 1suTC

Grupo de ALGA Instituto Superior de Transportes e Comunicacbes

Aula 01: Ndmeros Complexos



Formula de Moivre

Resolucdo

ma)z=-1+3i=|z|=/(-1)2+(V3)2=y1+3=2¢
6 = arctan(2) = arctan(*_/—?) = arctan(—V/3) = - 3.

a

(—14 V30 — 26 [60560(_7;)+isin60(—7;)}

= 2%0[cos(—207) + isin(—207)]
= 2% [cos(207) — isin(207)]

= 20(1-1.0)
260
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Formula de Moivre

Resolucao - cont.

m b)zszlﬁz:%,z—lér—leezo
\"E:r”(cose*ﬂ—i—isineﬁk7T n=8ek=0,1,2,-

):
v1=18 (cos Of2km 4 jsin 0+2k”)

kT
+15|n T

[ zozc050+1sm0:1+0:

] zlzcos§+isin%:§+§i

m2z=cosy+ising =0+i=1i

(] 23:cos—+1sm37r :ngr%i

m zg=cosw+isinm=—-1+4+0i=-1

n z;,:cos——i—lslnsgr :—§—§i

m 75 = cos 3L 3 —i—1sm327T =0—i=-i
l27:cos—+1sm7fz§—72i Cae.
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Formula de Moivre

Exercicios

Resolva as seguintes equacdes em C:
(a) Z2—-i=0
(b) 22°+ 128 =0
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MUITO OBRIGADO!
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